Approximation diophantienne et approximants 
de Hermite-Padé de type I de fonctions 
exponentielles 

Samy Khémira et Paul Voutier 

Résumé 

En utilisant des approximants de Hermite-Padé de fonctions ex- 
ponentielles, ainsi que des déterminants d'interpolation de Laurent, 
nous minorons la distance entre un nombre algébrique et l'exponen- 
tielle d'un nombre algébrique non nul. 

Abstract 

We use Hermite-Padé approximants of exponential functions along with Laurent's 
interpolation déterminants to obtain lower bounds for the distance between an 
algebraic number and the exponential of another non-zero algebraic number. 

1 Introduction 

L'étude de la nature arithmétique de valeurs particulières de la fonction 
exponentielle a longtemps été l'un des thèmes principaux de la théorie des 
nombres. Par exemple, en 1873, Hermite |Hel] a prouvé que e est transcen- 
dant. Peu après, Lindemann a démontré que est transcendant si {3 est un 
nombre algébrique différent de zéro. De cette façon, il a été capable de mon- 
trer que vr est transcendant, puisque e*'^ = —1, et ainsi de résoudre l'ancien 
problème grec de la quadrature du cercle. 

Quand on sait qu'un nombre est transcendant, il est pertinent de se po- 
ser la question de son approximation par des nombres algébriques. De tels 
énoncés quantitatifs sont connus sous le nom de "mesures de transcendance" . 
Les plus anciens résultats dans cette direction remontent à 1899 quand Borel 
|Boj a obtenu la première mesure de transcendance de e. Nous renvoyons le 
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lecteur à |FeNej Chap. 2 pour plus d'informations sur l'histoire de ce sujet, 
qui est le thème de cet article. 



1.1 Énoncés 

Soit a un nombre algébrique de degré d sur Q, et donc le polynôme 
minimal sur Z s'écrit alliLil"'^ ~ et''*'*)) où l^s racines a*-'^ sont des nombres 
complexes, nous désignons par 



1 / 

h(a) = - I log \a\ + log max (l, 
^ V i=i 



la hauteur logarithmique absolue de Weil du nombre algébrique a. 
Pour m et n des entiers naturels, nous posons 



^ m 



m,n 



q<.n 

q premier 

et nous définissons dn comme le plus petit commun multiple de 1, . . . , n avec 
c/o = 1. 

Nous allons démontrer les résultats énoncés ci-dessous. 

Théorème 1.1. Soient a et (5 deux nombres algébriques avec /3 7^ 0. Posons 
D = [Q(a,/3) : Q]/[M(a,/3) : M]. Soient A>1 et B > 1 deux nombres réels 
tels que Dh(a)— log(max(l, \a\)) < \ogA L'h(/3)— log(max(l, < logB. 

Soient K et L des entiers strictement positifs avec L > 2 et E > 1 un 
nombre réel tel que l'inégalité suivante soit vérifiée 



KL log E > DKL log2 + D{K- 1) log (^eVSLrfL-i) + D log (Dk-i^l-i) 

+D log {{Aef-' min {d^Z,\ {1-2)1))+ hg^K - 1)!) (1) 
+ iK - 1) log(i3/2) + (L - 1) log(^/2) + LE\P\ + LhgE. 

Enfin soit e = |exp(/3) — a\. Alors 



Remarque 1.2. L'inégalité L > 2 n'est pas limité. Le cas L = 1 est sans 
intérêt, puisque les fonctions auxiliaires sont des polynômes. 
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Remarque 1.3. Sous les hypothèses du théorème 11 .11 le théorème de Hermite- 
Lindemann [FeNel Theorem 2.2, § 2.3] et |Wat Theorem 1.2, page 2] s'énonce 
e > 0. 

Remarque 1.4. De ([T]), nous en déduisons que KLlogE > DKLlog2 
et E > 2^. A partir de cette même inégalité, nous obtenons également 
KLlogE > LE\P\; et en combinant cela avec l'inégalité précédente pour 
E, nous avons alors KLlogE > L2^|/3|. Donc KLlogE croît exponentielle- 
ment en D. Par la suite, le théorème 11. Il est le mieux adapté pour les petites 
valeurs de D. 

Un cas particulier du théorème 11.11 concerne l'approximation par des en- 
tiers algébriques de l'exponentielle d'un entier algébrique. Quand on se res- 
treint aux corps imaginaires quadratiques, on en déduit : 

Corollaire 1.5. Quand a et P sont deux entiers algébriques dans le même 
corps imaginaire quadratique avec suffisamment grand, on a 

\e^-a\ > |/3|-276.55...|/3| 

Historiquement, la première estimation en direction de ce corollaire 11.51 
est due à Mahler (voir |Maj et [FeNej page 105) avec une constante égale 
à 33 pour a,f3 G Z. Elle fut améliorée et la constante fut abaissée à 21 
(par Mignotte |Mij ) et 19.187 (meilleure estimation connue à ce jour, par 
Wielonsky |Wi] ) . encore dans le cas oii G Z. 

De telles minorations ont des applications en informatique théorique : 
dans [MuTij . J.-M. Muller et A. Tisserand ont en effet utilisé les résultats de 
[NeWaj . Nous projetons, dans un futur article, de déduire du théorème 11.11 
des améliorations des théorèmes 1-5 de |NeWaj pour D = 1. 

Enfin, les auteurs souhaitent exprimer leur gratitude à "les deux Michels" 
(Michel Laurent et Michel Waldschmidt) pour leur aide précieuse au cours 
de ce travail. Elle a commencé dans la recherche entreprise par le premier 
auteur en travaillant avec Michel Laurent et qui est finalement devenu, pour 
sa Thèse de Doctorat, l'élève de Michel Waldschmidt. Les deux Michels ont 
généreusement offert de leur temps et leur expertise au cours de la préparation 
de cet article et ont patiemment donné des réponses perspicaces aux nom- 
breuses questions posées par le second auteur. Sans leurs efforts, cet article 
n'aurait probablement jamais vu le jour sous cette forme. 
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1.2 Introduction d'un déterminant et plan de la démonstration 
du théorème 11.11 

Voici le schéma de la démonstration du théorème ll.li 

Pour k et i deux entiers naturels, considérons les fonctions 

$,,,(^) = z'^e'^ 

Pour K et L des entiers strictement positifs, posons S = KL et considérons 
la matrice J^{x,y) G M5^5(Q[x, y]) définie par 

Mo 



M(x,y) — , . . , . 



avec 



d^ 



0<s<S-2 ' 

o<fc<_ft:-i,o<^<L-i 



oii s désigne l'indice de ligne et oii les couples (fc, tj paramétrisent les co- 
lonnes, et 



M,{x,y) = {5>^{X'^Y'){x,y))^ 

V\ _ 

jJik-jy.' 



0<k<K-l,0<l<L-l 

OÙ /i désigne un entier naturel qui sera choisi plus tard, 0° = 1, et ô est 
l'opérateur de dérivation défini par : 

Remarque 1.6. On a 



^1 (*vW)(0)=^ /.A,,,.-. 



si > s 

K 

Définition 1.7. Nous posons tout d'abord F{x,y) = det A^(a;, y), et ensuite 
V = F{l3,a) = det {M 
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La remarque 11 .61 et la définition de A^i(x, y) permettent d'en déduire que 
F{x,y) e Z[x,y]. 



Définition 1.8. Pour < k < K — 1, < £ < L — 1, définissons les nombres 
complexes Wk/ par : 

Remarque 1.9. Notons que l'on a 
et 

f Mo \ 

V V "''^^ ' Jo<k<K-i,o<e<L-i / 

Remarque 1.10. D'autres choix sont possibles pour M{x,y). Par exemple, 
on pourrait utiliser une matrice A4i{x,y) comportant T lignes indexées par 
plusieurs dérivations /ii, . . ., /it, ou même considérer plusieurs points mul- 
tiples entiers de /3. Mais les travaux du premier auteur, dans la Section 3.5 
de sa thèse [Khj . ainsi que des travaux informatiques effectués par le second 
auteur, suggèrent (mais ne prouvent pas!) que le choix T = 1 développé ici 
présenté pourrait être le meilleur. 

La méthode habituelle en théorie des nombres transcendants (quand on 
utilise les déterminants d'interpolation de Laurent) consiste à montrer que 
V n'est pas nul (lemme de zéros), à le majorer par un argument analytique 
(lemme de Schwarz), à le minorer par un argument arithmétique (inégalité 
de Liouville) et à comparer les deux estimations pour obtenir la conclusion. 
Nous suivrons cette démarche, mais le nombre qui interviendra n'est pas V 
lui-même, c'est un nombre qui lui est étroitement lié (il s'agit de Çj3^a donné 
par la formule (fT7|l plus loin). Le lemme de zéros est la proposition 12. la 
minoration arithmétique est la proposition 13.51 et la majoration analytique 
est la proposition 13.71 ci-dessous. 

Un point important de cette étude se trouve dans le lemme de zéros 
énoncé dans cet article, qui est un raffinement de celui utilisé dans [NeWaj . 
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2 Lemmes auxiliaires 



2.1 Un nouveau lemme de zéros 

Nous allons énoncer et démontrer un lemme de zéros qui précise celui de 
Yu. V. Nesterenko et M. Waldschmidt dans |NeWa] . 

Soient K un corps de caractéristique nulle et 5 l'opérateur défini en ([2]) 
sur l'espace K[X, Y] des polynômes en deux variables. 

Proposition 2.1. Soient M un entier positif et Dq, Di, Si, . . ., S m des 

entiers naturels vérifiant 



Soient {d, rji), . . . , {(m, Vm) des couples de K x K* où (i, . . . , (m sont deux 
à deux distincts. Il n'existe alors pas de polynôme non nul P G K[X, F], de 
degré < Dq en X et de degré < Di en Y , qui satisfasse 



pour tout couple cr, k vérifiant < a < S^ et 1 < k < M. 

Démonstration. Supposons qu'il existe un polynôme non nul P de degré < Do 
en X et de degré < Di en Y, qui satisfasse les égalités dl]). Nous allons 
montrer que la condition n'est pas satisfaite. 

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que Y ne divise pas le 
polynôme P (puisque rj^ 7^ 0), et que P a un degré supérieur ou égal à 1 par 
rapport à la variable Y (le cas où P est de degré en la variable Y est celui, 
trivial, d'un polynôme en une variable). Définissons les entiers n, k^, . . . , kn, 
rriQ, . . . , m„, les polynômes Qi G K[X] {0 < i < n) et les éléments bç,, . . . ,bn 
de K* par les conditions suivantes : 



Si + --- + Sm> {Do + M){Di + 1) - M. 



(3) 



S''P{C,,V.) = 



(4) 







< kl < ■ ■ ■ < kn < D 



1) 



n 



P{X,Y) = 5^Q,(x)r'=% 



i=0 



Qi{X) = è.X'"' + ■■• G K[X], keK* (z = 0,...,n). 



Pour < a < n, nous définissons les polynômes Q^i G K[X] par 



n 




(5) 



i=0 
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de sorte que 



j=0 

On pose 

A(X) = det(Q..(X))o<,^^<„ = det(6.A;rX™- + ---)o<,.<„ 

= 60 ■ ■ ■ + ■ ■ ■ , 

OÙ i? est le déterminant de Vandermonde construit à partir des nombres 
ko, . . . ,kn, donc B ^ 0. De ([5]), nous déduisons, par les formules de Cramer, 



A(X) = J2 ^-(^' V')5"P(X, Y) avec A,(X, F) G K[X, F]. 

o-=0 

Par conséquent, pour l<j<MetO<r< max {0, Sj — n}, on peut écrire 

n+T 

avec Cr^j,a G K. Étant donné que les nombres réels Ci sont deux à deux 
distincts, par hypothèse, et puisque la somme des multiplicités des zéros 
d'un polynôme en une variable est égale au degré de ce polynôme, on obtient 

M M 

- n) < ^ max {0, Sj -n}< deg A(X). 
i=i i=i 

Or n < Di et deg A(X) = mo + ■ ■ ■ + m„ < {n + l)Do < {Di + l)Do. 
Donc 

M 

^ {Di + l)Do + nM < {Di + l)Do + D,M ={Do + M){D, + l)-M. 

Ceci montre que la condition n'est pas satisfaite. La proposition 12.11 
en résulte. □ 

Remarque 2.2. Le lemme 2 de |NeWaj est le cas particulier de la proposi- 
tion [2?T] dans lequel Si = ■ ■ ■ = Sm- 
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Remarque 2.3. Un exemple avec Dq = oh le lemme de zéros précédent 
(proposition 12. ip est optimal est donné par le polynôme V{X, Y) = {Y — ï)^^ 
qui vérifie (jl]) avec 

Si = ■ ■ ■ = Sm = Di, 
pour les points r]^) = (/i, 1), 1 < /i < M. 



2.1.1 Une application 

Considérons le polynôme Y) G Z[X, Y] défini par 

'H{X,Y) = det( fil n V (6) 

V V /0<fc<X-l,0<^<L-l / 

Lemme 2.4. Soient a et P deux nombres algébriques avec a, P ^ et L >2 
un entier. Alors il existe un entier naturel fi < L — 2 tel que ô'^'H{P, a) ^ 0. 

Démonstration. Le polynôme 7{(X, y) est de degré au plus — 1 en X et 
au plus L — 1 en y. 
De plus, 

[Mo \ 

V {S'iX'Y^) (-,e^))o<.<x-i,o<.<L-J 
(Mo \ 

j' 

\ V / 0<k<K~l,0<£<L-l / 

d'après la définition des ^k/{z). 

Notons que S = KL > 2, car L > 2. 

Dans le cas particulier où z = 0, pour tout entier naturel fi vérifiant 
/i < S* — 2, la dernière ligne de la matrice est la même que la ligne, dans Aio, 
indexée par s = ji. Par conséquent 5^7^(0, 1) = pour tout entier naturel ii 
vérifiant fi < S — 1. 

On applique la proposition 12.11 avec Dq = K — 1, Di = L — 1, M = 2, 
Si = S-l = KL-l, (Cl, Vi) = (0, 1) et (C2, V2) = a). 

Il est également nécessaire, pour utiliser la proposition 12.11 que 'H{X,Y) 
ne soit pas le polynôme nul. Dans la preuve de la proposition 12.231 nous 
avons montré que la matrice A^o est de rang 5* — 1. Nous allons en déduire 
qu'au moins une des sous-matrices obtenue en supprimant une des colonnes 
est de déterminant non nul. Pour cela, supposons que l'indice d'une telle 
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sous- matrice est {ko,£o). La dernière ligne de la matrice dont le déterminant 
est T-LiX, Y) contient des monômes distincts de la forme X'^Y^ ; quand on 
développe V-iX, Y) comme un déterminant par rapport à la dernière ligne, 
le polynôme que l'on obtient est Cko/oX^°Y^° plus d'autres termes de degré 
strictement inférieur et oii Ck^/Q ^ 0, et donc Y) n'est pas le polynôme 
nul. 

Ainsi, toutes les conditions sont réunies pour appliquer notre lemme de 
zéros (proposition 12. ip : on a 

Si + S2 = KL-l + S2<{Do + 2){Di + l) - 2 = {K + l)L - 2 

Oll 5*2 < L — 1. 

Par conséquent il existe un entier < /x < L — 2 tel que ô^'H{f3, a) 7^ 
et le lemme [2^ résulte de la définition 11.71 et de l'égalité ( !T7|1 . □ 

Définition 2.5. On prend pour fi le plus petit tel entier. 

A partir de maintenant, fx désignera cette valeur. 



2.2 Polynômes de Fel'dman 

Nous introduisons des polynômes de Fel'dman afin d'affiner de futures 
estimations. 

Définition 2.6. Pour v entier naturel, on définit le polynôme de Fel'dman 
Ty d'indice v {et ses coefficients Xj^^ G Q, j = 0, . . . , z/) par 

Notons que Xj^u = s(z/, j)/z/!, 011 s{h',j) est le (z/, j)-ème nombre de Stirling 
de première espèce, voir [AbStl Section 24.1.3, p. 824]. 

Lemme 2.7. Pour tout u > 0, on a 

V 

Y.^\\x,A<r. 

j=0 
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Démonstration. Comme ^^j! l-^j,o| = 1 = 2'^ et ^^j! = 1 < 2""^, on 

peut supposer u > 2 et procéder par récurrence sur z/. 

Étant donné que Aojy = et ulX^u = 1 pour u >2, on peut écrire 



J]j!|A,,.| = l + 5^j!|A, 

3=0 j=l 



u-1 



D'après [AbStl Récurrences, Section 24. 1.3. II. A, p. 824] (aussi de la rela- 
tion Tuiz) = {{z — u + l)/z/)J>_i(2;)), on a 

j V — 1 

Par conséquent 

J2j\\X,,A = l + $:^(j-l)!|A,_i,.,i| + ^5^j!|A,,._i| 

j=0 j=l j=l 

j=Q j=l 

< ^^E^'|A,,.-i|<25^j!|A,,._i|. 

j=0 j=0 

L'hypothèse de récurrence permet de conclure la démonstration du lem- 
meO □ 

Lemme 2.8. Soient k et u deux entiers naturels. Pour tout entier i et tout 
entier u dans l'intervalle < u < k, on a 

dl7l''\t) e z. 

Démonstration. Nous renvoyons au Lemme 4 (paragraphe 4) de |NeWaj pour 
une démonstration de ce lemme (en observant que le polynôme J-'u{z) est 
noté A{z, u, u) dans |NeWaj ). □ 
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2.3 Approximants de Hermite-Padé de type I de fonc- 
tions exponentielles 

Nous allons d'abord définir la notion d'approximants de Hermite-Padé de 
fonctions analytiques, puis donner quelques propriétés des approximants de 
Hermite-Padé de fonctions exponentielles. 

2.3.1 Définitions et propriétés 

Définition 2.9. Soit m un entier naturel non nul. 

Soient uq, . . . , Um des entiers positifs, fo, ■ ■ ■ , fm des fonctions analytiques 
en ; on appelle système d'approximants de Padé {ou approximants de Hermite- 
Padé) de type I pour les fonctions fo, . . . , fm et les paramètres no, ... , rim, 
tout (m + l)-uplet {Pq, . . . , Pm) de polynômes non tous nuls tel que 



OU a = l^i^QUi- 

Hermite (voir |Helj . |He2j et |Maj ) a donné les formules suivantes pour 
les approximants de Hermite-Padé de type I pour les fonctions e^°^, . . . , e^™^ 
et les paramètres uq, . . . , rim '■ 

Lemme 2.10. Soient Cq et C^o deux cercles, le premier centré en et de 
rayon strictement inférieur à la plus petite distance séparant deux Xj, et le 
second centré en contenant tous les points xq, . . . ,Xm- 



deg Pe{z) <ne-l et ord^=o '^Pe{z)fe{z) > cr - 1, 




Soient 




j=0 



et 




j=0 



Alors 

(1) Pq, . . . , Pm sont des polynômes de degré ni — 1 
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(2) R{z) =J2Pi{z)e^'" et 



i=0 

m 

(3) ord2=o (-^(-2)) > o" — 1 où a = n^. 

Les polynômes Po, . ■ . , Pm sont donc des approximants de Hermite-Padé 
de type I pour les fonctions e^°^, . . . , e^™^ et les paramètres Uq, . . . , n^- 

Définition 2.11. Pour 0<i<metO<k<ni~l, nous définissons 
A{i, k) {qui dépend de uq, ■ ■ ■ , rim) comme l'ensemble des multi-indices entiers 
7 = (7p)o<p<m G Z™, avec 7„ > pour p compris entre et m, p ^ i, tels 

p^£ 

m 

que jp = rii — k — 1. 

Sous les hypothèses du lemme [27101 comme chaque Pe{z) est un polynôme 
de degré ng — 1, notons 

pe^k = i^f ^(0), (0 < < - 1, < ^ < m) 

les dérivées à l'origine des polynômes Pe- On a donc le développment 



Pl{z) = ^ Pi,k 



k\ 

k=0 

Lemme 2.12. On a 



T TT, 



7GA(£,A:) p=0 

En particulier, le coefficient dominant —pi^ne-i du polynôme Pi{z) 

[ni — ly. 

est 



1 1 

_ m n _ n 



{ne - 1)! (a;^ _ Xp)"'' ' 
Démonstration. Nous allons utiliser les formules intégrales du lemme 12.101 
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En développant e^^ en série entière, on a e^'' = 7 — - — et cette série 

3=0 ■'' 



converge normalement pour C, décrivant Cq. Du lemme [2.101 on déduit 



k\ 



oii on a noté 



^k—rn 

fl,k{C) 



p=0 

En utilisant l'expression précédente des Pi{z), on obtient 



^-^ = i / MOdC (7) 



Les pôles éventuels de la fonction ^ sont en et en Xp — a;^ {p = 0, . . . ,m 
et p i) ; seul le point zéro se trouve à l'intérieur du cercle Cq. Nous allons 
étudier le développement de cette fonction fe^k au voisinage de zéro, afin d'en 
déterminer le résidu. 

En dérivant j fois la série géométrique, on obtient la formule 



^n(n - 1) ■ ■ ■ (n - j + l)(-x)"--?' 



(1 + xV+i 
qui fournit l'égalité 

fil Tlp — J_ 

Par un simple changement d'indices, on trouve 

{( + xe - Xp)""" {rip - 1)\ ^(xe - Xp)^+^p n\ 
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Le produit de telles expressions donne : 



Xr. 



p=0 



\ 



\ P=0 



I 



P=0 \n>0 



(-1)" (n + np-1)! 
n! (x£ — Xp)"'+'^p 



Le coefficient du monôme CJ^'- ^ ^ dans le développement de 

m 

J] (C + X, - Xp)-"'' , 

p=0 



qui permettra d'obtenir le résidu cherché, vaut : 



m ^ 

n r« _ 



K-1)! 



En 



(-1)> /7p + ^p-l 



D'après le théorème des résidus, on en déduit 

p^t 



Le lemme 12.121 est ainsi démontré. 



□ 



2.3.2 Déterminant de Vandermonde généralisé 

Définition 2.13. Soit IK un corps de caractéristique nulle. Quand m est un 
entier naturel, uq, . . ., rim des entiers strictement positifs et xq, . . . ,Xm des 
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éléments de K, on appelle <c déterminant de Vandermonde généralisé » le 
déterminant 

A = \Bo . . . Bm \ , 

m 

OÙ, pour < i < m, Bi désigne la matrice à a = Ui lignes et colonnes 

i=0 

définie par 

1 / d ^ ^ 



Bi = {be,k,s) o<.<.-i = 7T TT^ (X") (xe) 

0<k<ne-l \ Kl V ClA / / 0<s<a-i 



0<k<ne-l 

On remarque que 

-./ixfe ( si k > s 

Les déterminants de Vandermonde généralisés vont jouer un rôle important 
dans notre texte. Le lemme suivant permettra de montrer que le rang de la 
matrice Aio est égal k S — 1. 

Lemme 2.14. Soit A un déterminant de Vandermonde généralisé. On a 

A = J] {x,- 

0<k<£<m 

Démonstration. Voir jEI] . 



Xk) 



2.4 Hauteurs de matrices 

Nous suivons ici le texte de F. Gramain [GrJ. On y trouve plusieurs iden- 
tités concernant certains déterminants, utiles en théorie des nombres trans- 
cendants, ainsi que la notion de <« hauteur de matrice » dont nous rappelons 
la définition. 

Définition 2.15. Soient m,n,d trois entiers strictement positifs. Soit M 
une matrice à m lignes et n colonnes, à coefficients dans le corps de nombres 
K de degré d sur Q, de rang m < n. On définit ses valeurs absolues locales 
par : 

(i) si V est une place ultramétrique, 

\M\^ = max lA/l^ , 



15 



où le maximum porte sur toutes les parties I à m éléments de {1, . . . ,n}, 
et où A/ est le déterminant m x m extrait de M dont les colonnes sont les 
éléments de I , 

(ii) si V est une place archimédienne réelle, 

|M|„ = I det (M *M) 

où *M est la matrice transposée de la matrice M, 

(iii) si V est une place archimédienne complexe, 

|M|„ = I det (MM'^) 

où M* est la matrice adjointe de la matrice M. 
La hauteur de la matrice M est définie par : 

H{M) = Yl \M\i^/^. 

vGMk 

Pour une matrice carrée régulière, on a H{^M) = H[M) = 1, par la 
formule du produit. Cela permet, pour une matrice M dont le rang est égal 
au nombre de colonnes, de définir 

H (M) = H Cm). 

Lemme 2.16. Pour toute place archimédienne, on a 

Démonstration. Ceci provient essentiellement de la formule de Cauchy-Binet 
(voir [Gr] ou [Së] par exemple). □ 

On désignera par matrice orthogonale M-*- à M toute matrice k n — m 
lignes et n colonnes dont les lignes forment une K-base de l'orthogonal du 
sous-espace de K"' engendré par les lignes de M. 

Lemme 2.17. Pour toute matrice M-*- orthogonale à M, on a 

H (M^) =H{M). 

Démonstration. Voir |St Vaj . □ 

Le lien entre la hauteur de la matrice Mo ei celle de son orthogonal 
sera utile; les composantes de cette matrice A^q sont les coefficients des 
polynômes de Hermite-Padé. Cela permettra de ramener la majoration de 
hauteurs de matrices à celle de hauteurs de polynômes. 
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2.4.1 Estimations préliminaires de H (Mq) 
Lemme 2.18. (i) Pour tout nombre réel x > 1, on a 

V27r(x-1) < T{x) < ^27r{x - 1) e 



l/(12{a-l)) 



(il) Pour tout entier naturel n, et tout entier k dans l'intervalle < k < n, 
on a 



Pour n > 1, et tout entier k dans l'intervalle < k < n, on a 



n 



, , < 2" J- -. (9) 

Démonstration, (i) Cet encadrement de T{x) résulte de la formule de Stirling : 
voir |AbStt équation 6.1.38 on p. 257]. 

(ii) Pour démontrer la première inégalité, on utilise la majoration du 
théorème 1.1 de |Ko] appliquée avec a = 1/2 : pour tout entier n strictement 
positif, on a 

T{n + 1/2) ^ 1 



r(l/2)n! T{l/2)y/n + l/A' 
Pour n pair, on a 



k \kj \n/2J r(l/2)(n/2)!' 

L'inégalité annoncée résulte de la relation r(l/2) = a/tF. 
Pour n impair, la valeur maximale de (^) est atteinte pour k = {n + l)/2, 
et on a 



2{, ] = L^+\ \<T^^ 



n+l)/2j \{n + l)l2j y 7r(n + 1 + 1/2) ' 

Par conséquent l'inégalité annoncée est encore vraie pour n impair. 
La seconde inégalité résulte de la première pour > 1, et un rapide calcul 
montre que cette estimation reste valable pour n = 0. 
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Finalement, pour n > (16 — Svr) / (ôvr — 16) = 2.307 . . ., on a 



< 



7r(n + 1/2) - y 4(n + 1)' 

Donc la dernière inégalité résulte de la première pour > 3, et un calcul 
montre que cette dernière estimation reste valable pour n = 1,2. □ 

Lemme 2.19. (i) Supposons que m = L — 1 et que uq = ■ ■ ■ = n^^i = K , 
où K et L désignent des entiers avec K > 1 et L > 2. Pour tout entier 
< k < K - l etO < i < L -1, le cardinal de A{£, k) est 

K -k-l+L-2 
L-2 

(ii) Pour K > 1 et L >2, on a 

'2 



|A(£,fc)|<2^+^-^1^^. 

Démonstration, (i) C'est Lemma 3.7.3 de jCâ, p. 33]. 
(ii) Pour L = 2, on a \K{k,(^) \ = 1, alors que 



2^+2-3^/^ ^2^^'-i>l 

pour K > 1. Ainsi, pour terminer cette démonstration, on peut supposer 
L > 3. 

Comme, pour y fixé positif, ( ) est croissante en x > 0, et comme 

\yj 

0<K — k — 1 + L — 2<K + L — 3, en appliquant la première inégalité du 
lemme 12.181 (ii), on obtient 



K-k-l + L-2\ ^ rK + L-3\ ^2K+L-3 



L-2 J - \ L-2 J \j tt{K + L- 3 + 1/2)' 

Pour K > 1 et L > 2, on a 7i{K + L - 5/2) > n{L - 3/2) > L. Cela 
complète la démonstration du lemme 12.191 □ 
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Lemme 2.20. Fixons deux entiers strictement positifs h et n. Quand Oi, . . . , a„ 
et A sont des nombres réels positifs, on pose 

^ n b 

F(ai,...,a„) = — -J][](a,+j) 

et 

g (ai, . . . ,a„) = ai H h a„ - A. 

Alors, pour A > 0, la valeur maximale de F sur le domaine défini par l'égalité 
g {ai, ... , Gn) = est atteinte pour ai — ■ ■ ■ — an — A/n. De plus, ce maxi- 
mum est une fonction croissante de A. 

Démonstration. Posons 

/(ai,...,a„) = log(ai + l)H h log (ai + 6) 

+ • • • + log (an + 1) + • • • + log {an + b) , 

de sorte que 

/ (ai, . . . , a„) = log ((6!)"F (ai, ... , a„)) . 

Comme b est fixé, il suffit de considérer /. On applique la méthode des 
multiplicateurs de Lagrange pour trouver les valeurs extrémales de /. On a 

V/ ai, . . . , a„ = —— + ■■■ + . . . , —— + ■■■ + -— 

\ai + 1 ai + On + 1 C^n + 0, 

et 

Wg (ai,...,a„) = (1, . . . , 1) . 

La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous conduit à résoudre le 
système d'équations : 

V/ (ai, . . . , an) = XV g (ai, . . . , a^) . 

avec la condition g {ai, . . . ,an) = 0. Ceci nous conduit au système d'équations 
suivant : 

1 1 

+ ••• + r = A 



ai + 1 ai + 6 

1 1 

+ ■■■ + r = A 



an + 1 ttn + b 

ai H h an - ^ = 0, 
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en les inconnues ai, ... , a„, A. 



La fonction x i — > X]î=i(^ + 0~^ ^st strictement décroissante pour x > 0, 
donc les n premières équations sont satisfaites si et seulement si ai = ■ ■ ■ = 
ttn- Si a est cette valeur commune, la dernière équation donne na = A, c'est- 
à-dire a = A/n. Le maximum 



h 

f{a, . . . ,a) = n 

3 



7 = 1 ^ ^ 



est clairement une fonction croissante de A. D'oii le lemme 12.201 □ 



Lemme 2.21. Soient K et L deux entiers strictement positifs. Pour tous 
< k < K -1 etO <i < L-1, soit 7 = (7^) o<p<L-i un élément de ï ^ 

satisfaisant 

L-l 



p=0 



et 'jp>0 pour tout 0<p<L — l,py^i. Alors 

7p + /C- 1\ T\\K-i 



n (^"k^i ^)<iemin{K,L)) 



Démonstration. Si = 1, alors 

ÎÏ C"!'-:')- n (;')^l^(em.n(/CL)) 

comme annoncé. 
Si L = 1, on a 



Il T'k'^i ')=l<(emin(K,L)/^-\ 



p=0^pjÈi 



pour tout entier strictement positif K, comme voulu. 

Pour la suite de cette démonstration, on peut donc supposer que K et 
L sont > 2. On applique le lemme 12.201 avec A = K — k — l,b = K — let 
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n = L — 1. Comme le maximum est une fonction croissante en A, et comme 
k est > 0, on remplace A par — 1 et on obtient 



L-l 

n 



lp + K-1 
K-1 



< 



1 



K-1 



+ i 



( 



r 



L-l 



K 



T{K)T 



K-1 
L-l 



1 



L-l 



On suppose dans un premier temps L < K. Les inégalités 2 < L < K 
permettent d'appliquer le lemme I2.18( i) : 



r 



K-1 
L-l 



+ K] < 



27t{K -1)L f{K-l)L\ 



'2^{K - 1) 



L-l 



K-1 



{K-l)L/iL-l) 



<L - 1) ) 



,1/12 



{K-1) 



27v{K -1) [K-1 



L-l \e{L-l) 
Par conséquent 

'K-1 



(K-1)/(L-1) 



< r 



K-1 
L - 1 



L-l 



K 



T{K)T 



K-1 



L-l 

En utilisant les inégalités 



< 



L 



,1/12 



lL(K-l)/(L-l) 



27r{K - 1) (L - iy<-^ 



,1/12, 



27t{K -1) 



< e 



1/12 



K 



27i{K-l) 



< 1 



et (1 + 1/xY < e pour tout nombre réel x > 0, on obtient 

L-l 



K-1 
L-l 



+ K 



\ 



T{K)T 



K- 1 
L-l 



< L 



K-1 



L - 1 



L-l 



K-1 



<{eL) 



K-1 



21 



Ceci démontre le lemme 12.211 dans le cas L < K. 

Supposons maintenant L > K. Dans ce cas, au moins L — K nombres 
réels parmi les 7p doivent être nuls. Ceux-ci peuvent être ignorés et on peut 
supposer L = K, cas pour lequel on vient de montrer que l'inégalité du 



2.4.2 Une majoration pour H (Aio) 

On reprend les notations de la première section et on utilise la matrice 
introduite à cette occasion. 

Nous allons établir une majoration pour la hauteur de la matrice Aio, 
dont la précision provient du lemme de dualité [2. 171 Cette estimation jouera 
un rôle important dans la démonstration du théorème principal. 

Lemme 2.22. Soient K et L des entiers strictement positifs avec L > 2. 
On peut choisir pour matrice orthogonale à Ai^ la matrice unilinge 



où {k, €) décrit le carré 0<k<K — 1,{]<1<L~1. 

Démonstration. La matrice M.q est de taille (S* — 1) x S", oii 5* = KL. La 
matrice obtenue en divisant par k\ chaque colonne A^o indexée en 
coïncide avec la matrice obtenue en remplaçant la dernière ligne de la ma- 
trice de Vandermonde généralisée avec m = L — 1., ni = K ei xi = l pour 
£ = 0,...,L — L Cette matrice a pour rang S* — 1 : en effet, la matrice de 
Vandermonde généralisée a un déterminant non nul, elle est donc de rang S. 
Par conséquent A^q est un vecteur. Les composantes de ce vecteur M.^ sont 
les nombres xi^k tels que, pour tout s = 0,...,S' — 2, 

L-l K-l / 1 \ s L-l mm(s,iC-l) 



£=0 k=0 ^ ^ 1=0 k=0 ^ 



Nous utiliserons les approximants de Hermite-Padé pour de grandes va- 
leurs de L avec m = L — 1. 

Pour < £ < L — 1, considérons le polynôme 



lemme 12.211 était valable. 



□ 




min(s,/f — 1) 



k=0 
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On a 

ng = deg{Pi{z)) + 1 = mm(s + 1,K). 

La somme 



min(s,_ft'— 1) 

cs-k 



^ xe,k I 

fc=0 

est égale à s! fois le coefficient de dans le développement de Pi{z) ■ e^^ 
en z = 0. D'après ffTUl) . ce coefficient est nul pour s = 0, . . . , S* — 2 et ainsi, 
ord2=o (Piiz) ■ e^^) > S — 1. Notons que a = YlT=o''^^ — ~ à'où 
S-l>a-l. 

Par conséquent les xe^k sont précisément les coefficients pi^k/kl des ap- 
proximants de Hermite-Padé, pour les fonctions 1, e^, . . . , e^^^^^^ et pour les 
paramètres Uq = ■ ■ ■ = n^^i = K, déterminés lors de la section précédente. 
On utilise le lemme 12.121 avec m = L — l,no = -- - = rii-i = K et xe = £ 
(0 < £ < L - 1). On trouve 

A{i,k) P=o 



oh A(£, k) a été défini dans la deuxième section. 
Proposition 2.23. Pour K > 1 et L >2, on a 

H {Mo) < ^2 1^ ^ 

Démonstration. Pour L > 2, par les lemmes [2 . 1 71 et [2^221 



H 



(Mo) = H {Mi) = H (^l^-^p,,,y^ 



La hauteur d'une matrice ne change pas si on multiplie tous ses coefficients 
par un même nombre non nul. On choisit le multiplicateur 

p = dfz^{L-l)\''DK^,^L-i 



et, pour tout 0<k<K~letO<£<L — l,on considère les nombres 

= p- = ( " r ) " E n 



Pi,k Dk-i,l-i rK-i(L-lY^ ^ yr ( (-!)> (1p + K-1 
k\ k\ ^-^\ £ ) ^^^\{£-p)"i\ K-l 



A{e.k) P=o 
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On observe que pour tout nombre premier g < L — 1, on a q^\d\_^ 
et Vq{k\) < k. On en déduit DK-i,L-id\^i/k\ G Z. On utilise le fait que 
C^'il'^r^) ^ condition Ylp^ilv = K — k — 1 implique 

D'où ye^k G Z- On obtient 

\ye,k\ TT niax ly^^^L < max \ye^k\ 

kl ^ kl 



H I ( ^PAfc 



= max 

kl 



< max 

kl 



k\ "^^"U i . 



5^ n ((£-j9)> ( ''k - 1 )) 

A(£,fc) v=o ^' ^ ^ ^ 

Des lemmes l2.2H l2.19T ii) et la dernière inégalité du l2.18( ii). on déduit 

5Z n ((£-p)7p \ K-\ )) 



Dk-i,l-i ^K-l (^~^\^ 

k\ "^^-^v £ J 



\K-1 



< ^A-i,L-i (e min(K, ("^ ^ ) ("^ ^ /|2^^+^-3 

< /^;.-i,.-i(^^emin(ir,L)rf,_i^ 2^(l-i) v^^x+.-s 

< I^A--i.-i(-^emin(ir,L)rf^_J 2^^+^^ 



A'-i,L-i ^^^emin(ir,L)rfL_i^ 
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ce qui complète la démonstration de la proposition 12.231 □ 

Remarque 2.24. Pour > 1 et L = 1, on a A^^ = (0, ...,0,1) et 
HiMo) = 1. 
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2.5 Lemme de Schwarz 

Le lemme ci-dessous fournit une majoration analytique du déterminant 
étudié : 

Lemme 2.25 (Lemme de Schwarz). Soient T un entier positif , r et R deux 
nombres réels vérifiant < r < R et ip une fonction d'une variable complexe 
analytique dans le disque \z\ < R. Supposons que ip a un zéro de multiplicité 
au moins T en 0. Alors 



Voici une majoration du déterminant V, introduit dans la définition 11.71 
On utilise les nombres w^/ introduits dans la définition 11.81 

Lemme 2.26. Soient K et L deux entiers strictement positifs avec L >2, jj, 
un entier > et E un nombre réel > 1 . Soit M un nombre réel strictement 
positif tel que 




où \iIj\r = max\z\=n |^(^)|. 



Démonstration. Voir |Wa] . paragraphe 2.2.3, lemme 2.4, page 37. 



□ 




(11) 



Supposons que le nombre t 



exp(/3) — «1 vérifie 



e < E 



'-KL 



(12) 



Alors 



\og\V\ < -{KL - ji 



l)logE + Ar + log|7Wo| +log(2). 



Démonstration. Considérons la fonction 




de sorte que 



V = V{1). 
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Alors 



V{z) =Vo{z) + eV,{z) 



(13) 



ou 



et 



Mo 
î^o(^) = det 1^ 



0<k<K-l,0<e<L-l 



On a 



d_ 

dz 



Vi(z)= det 



Vo(z) = det 



('W^fc/)o<fc<_ft:_l n<£<L-l 



Mo 



0<k<K-l,0<l<L-l 

Supposons que t + fi<S — 2 = KL — 2. Alors la ligne 



/3*$L7no-/3) 



0<A:<i^-l,0<£<L-l 



est égale à /3* fois la ligne dans Mo indexée par t + fi. Donc, pour < t < 
KL-1- fi, 

Par conséquent le déterminant î^ol^) a un zéro à l'origine d'ordre supérieur 
ou égal à KL — /i — 1. 

Du Lemme de Scliwarz (Lemme l2.25p . on déduit, pour tout E >1, 



log |Po(l)| < -{KL - ^ - 1) logE + log \Vo{z)\e 
Comme T>i{z) ne dépend pas de z, on peut écrire 

log|Pi(l)|=log|î?i(2;)|^. 



(14) 



Étudions maintenant, pour / = et / = 1, le terme log|P/(z)|^. En 
développant T>j{z) suivant la dernière ligne, on obtient 



Ak.el si / = 



0<fc<K-l 

0<^<L-1 



\Vt(z)\ < ( 



^ \wk/\ \AkA si / = 1, 



0<k<K-l 

o<e<L-i 
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où lAfc ^l est le mineur de la matrice A^q dont la colonne d'indice {k,i) a été 
ôtée. 

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit 



WiizMp, < max 



< max 



\ 



E 

0<fc<A'-l 

,0<1<L-1 



\Wkl\ 



0<fc<iï-l 

0<i<L-l 



( 



0<fe<if-l 

,0<-£<L-l 



E 

0<fc<A'-l 

0<f<L-l 



E 



0<fc<A-l 

0<£<L-1 



E i^'^'^i 



0<fe<A'-l 

,0<£<L-1 



De plus, le lemme 12.161 donne 

|A^o|' = 



E l^*^'^! 



0<fc<A-l 

0<£<L-1 



log|P,(l)l < 



On en déduit, en utilisant l'hypothèse (ÎTTll . 

log|P7(z)|^ <log|A^o|+Ar. 
En utilisant l'inégalité ( ÎI^ . on obtient 

-(JsTL-^- l)logE + Ar + log|A^o| si 1 = 0, 

A/' + log|A^o| si/ = l. 

De l'égalité (fTÏÏjl . on déduit 

|î)| = |P(1)| <2max{|î)o(l)|,e|Pi(l)|}. 
Comme > 1, en utilisant l'inégalité ( !T2|) on trouve 

loge < -KLlogE < -{KL-fi~ l)logE. 
Par conséquent 

log|P| < -{KL- fi-l)logE + X + log\Mo\+\og{2). 
Ceci démontre le lemme 12.261 



□ 
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3 Démonstration du théorème 



1.1 



Nous devons traiter le cas a = séparément : dans ce cas, nous ne 
pouvons pas utiliser notre lemme de zéros (proposition 12. ip . Nous voulons 
minorer |e^|. Notons que |e^| = le^*^*-^-*! > e"''''. De (II]), on en déduit que 
KL\og{E) > \f3\, donc que |e^| > E^^^. Ainsi le théorème 11. Il est vrai pour 
a = 0. 

Nous supposerons dans la suite a ^ 0. Commençons par définir une 
nouvelle quantité, G/s^a, liée à V. 



3.1 Définition de Ç 



(3,a 



Avec fx tel que défini dans Définition I2.5[ on introduit l'opérateur de 
dérivation 

MS) = -, , 

avec J-o(5) = 1. 

Considérons le polynôme en deux variables Gi {X, Y) défini par 

g,{X,Y) = ( n l-MoU Mô) mX,Y)) , (15) 

oii 'H(X, Y) est donné par ([6]) et on a posé par convention = 1 quand 
fi = 0. 

Lemme 3.1. Le polynôme Çi{X,Y) est à coefficients dans 7L. Alors 

^- \pev ) 
où F{X,Y) est tel que défini dans définition \l . 1\ et Qi{l3,a.) ^ 0. 
Démonstration. Avec 0° = 1, pour tout couple d'indices (A;,£), on a 

min(î,fc) 



5\X'') = { {k-t)\ 

sinon, 
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Alors 

fi min{i,k) 



mm(î,A:) , . 

// mm(ï,A:) , . 

j=0 ^-^^ î=0 

= E (^) f E ^-(^ - j + 1) ■ ■ ■ ^^^^^l ^'^-^^ 

3=0 

Grâce au lemmeESl on en déduit que d^^^J^^{5){X^Y^) est un polynôme 
à coefficients dans Z. 
Comme 

J^^{5) (n{X,Y)) = det ( (X'^Y^)) 



0<k<K~l,0<i<L-l 

il résulte de la définition de |A^o|p que les coefficients du polynôme G{X, Y) 
sont dans Z. 

En utilisant d'une part la définition de "H et d'autre part le fait que le 
polynôme en deux variables 

Mo 

(^5^ (X Y ))o<A,.<j^_i,o<£<L-l 
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det 



'o<fc<_ft:-i,o<^<L-i 



s'annule au point a) pour < j < /i, on déduit 

/ -Mo 

= det 1 / l^M^x^y^)) I 

\ \f^^- ) 0<k<K-l,0<e<L-l 

+ XI ( [b^X^Y') ) ( ) 

/ -Mo 

= det ( /^l^A» (^x^y^)) I 

\ VA''' / 0</c<i^-l,0<£<L-l 

= ^?^(/3,a) = lF(/3,«). 
/i! /i! 

Ainsi, les deux polynômes — F(X, F) et (^/(X, F)) prennent la 

A''- 

même valeur au point a). Par la définition 12.51 ô^TidS, a) 7^ et la preuve 
du lemme \3Â\ est ainsi complète. □ 

On définit 

g2{X,Y)= (l[\MoUô^mx,Y)). (16) 

\per J 

Puisque F{X, Y) = S" {H{X, Y)), on a ^2(X, Y) G Z[X, Y] et 



Finalement, on définit 
g^,^ = min i\g,{P, a)\ , {g^iP, a)|) = min ( 1, 4y ) ( J] |A^o|p ) a)\ . 



(17) 



30 



3.2 Minoration de Gi3,a 

Définition 3.2. Soit f{Xi, . . . ,Xn) = (ih,...,inXi ■ ■ ■ X]^ un polynôme 

à coefficients complexes. On définit la longueur L(/) de f comme la somme 
des valeurs absolues de ses coefficients, à savoir 

L(/) = J2 \^h,-,in\- 

Pour minorer on utilisera l'estimation suivante de la longueur de 
Qiet Ç2. 

Lemme 3.3. (i) La longueur du polynôme Qi est majorée par 
L {Gi) < d^^-^H (Mo) 
(ii) La longueur du polynôme G2 ^st majorée par 

L {Q2) < li\H {Mo) VZ. 

Démonstration, (i) On commence par majorer L Y))). Soit A^o,fc/ 

la matrice obtenue à partir de M.q en supprimant la colonne d'indice 
En utilisant la majoration L(/ éi g) < L(/) + L(gr) et en développant le 
déterminant J^,j_{S){l-L{X,Y)) suivant la dernière ligne, on obtient 

K-\ L-l 

L {T.iSmX, Y))) < 5] L {T,{S) {X'Y') det (Mo,./)) 

= E E L ( ( E ^^■'^'5' (^'^0 ) (-Mo,./) 

fe=o e=Q \ \j=o / 



fc=o e=o \ \ i=o /i=o 
det {Mo,k,e)) 

K-l L-l fJ, min(j,fc) 



fe=0 ^=0 j=Q h=0 \ / V / 
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En utilisant, de plus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 

/K-\ L-l 

h{:F,mn{xx))) < J]J]|det(M 



^K-l L-l \ 
|2 



, fc=0 £=0 

2\ 1/2 

'K-IL-1 I min{j,fc) ^ 

3 \ ^- ni-h 



E E 1^. 

fc=o £=0 \i=o /i=o 



Ml 



h) {k-h)\ 



On majore ( ^ j par grâce la seconde inégalité du leninie[2]T8]^ii) 



min(i,fc) _ 

et 7 —, -TT— par e^~^, puis on utilise le lemme [2771 et le lemme I^TTBl 

afin de conclure de la façon suivante : 



min(jr,fc) 



j=0 /i=0 



i=o 

La définition ( !T5|) de ^i(X, F) termine la démonstration de (i). 

(ii) On procède de façon similaire : on développe tout d'abord le déterminant 
ô^{%{XX)) suivant la dernière ligne, puis on développe 5^ (X'^F^) et enfin 
on applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir 



K-l L-l \ 1/2 

klj\ 



L{Ô^{H{X,Y))) < |$^5^|det(>lo. 

!c=o e=o 

^ K-l L-l / mm(^t,fc) 

E 

fc=0 £=0 \ h=0 



^ 2x 1/2 
A ^' nu-h ' 



hj {k-h)\ 



En utilisant la maioration , < — > — -— — < e 

\ h ) - ifi-h)\ - 
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et le lemme I2.16[ on obtient 

\ 2\ 1/2 



^^1 E /^'( h ) 



(/i-Zi)! 



< \Mo\VLfil2^-^e 



L-l 



On multiplie également le membre de droite de cette expression par 2^. 
La définition f|T6|) de ^2(-^, ^) permet de compléter cette démonstration du 
lemme 13.31 □ 

Lemme 3.4 (Liouville). Soient (ies nombres algébriques. On pose 

D = [Q(ai, . . . , an) '■ Q]/[ffi(ai, . . . , a„) : M] . Soit f un polynôme de Z[Xi, . . . , X„], 
(ie degré au plus Ni par rapport à la variable Xi, et qui ne s'annule pas au 
point («1, . . . , «„). Alors 

n n 

log . . . , > -{D-l) log W)+Y. log(max(l, \a,\))-D ^ iV,h(a,). 

i=l 1=1 

Démonstration. Ceci est la généralisation de la version de l'inégalité de Liou- 
ville utilisée page 298 de |LMNj appliquée avec l'inégalité |/| < L(/). Voir 
aussi jFëNi] Chap. 1 § 1.7 et [M] Prop. 3.14. □ 

Grâce à la proposition 12. 23^ on en déduit la minoration suivante de Çp^a '■ 
Proposition 3.5. Si a ^ 0, on a : 

logÊ^/5,„ > -p-l)log(min«-\/i!)/f(>lo)2^+^-Wv^) 
-(ir-l)log(i3)-(L-l)log(^). 

Démonstration. Grâce aux lemmes 13.31 et 13. 4[ en utilisant les définitions de 
A et B, on trouve 

logÊ^/3,a > -p-l)min(log(L(Ê;i)),log(L(Ê^2))) 

+ iK - 1) log(max(l, + (L - 1) log(max(l, |a|)) 
-D{K - l)li(/3) - D{L - l)h(a) 

> -{D-l) log (min {d^-~\ ^!) H (Mo) 2^'+^-^e^~^\Œ^ 

-{K - l)\og{B) - (L - l)\ogiA). 

□ 
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3.3 Majoration de Ç^^a 

Pour vérifier les hypothèses du lemme 12.261 il faut connaître une valeur 
admissible du paramètre A/". Dans ce but, nous allons établir la majoration 
analytique que voici. 

Lemme 3.6. Soit E un nombre réel supérieur à 1. Soient K et L des 
nombres entiers strictement positifs avec L > 2. On pose 

M = max{E|/3|L,log(L- 1) + (L- l)log(el'^l + e)} 
+ \og{{K - 1)!) + + 1) log(L + 1) + log(2). 



Alors 



K-l L-1 



max 



t k=o e=o k=o e=o 



Démonstration. On estime \^\^1{z/3)\e- On a 



Ainsi, 

min(/j,fc) 



(k-jy. 



< 



min(/t,fc) 
j=0 



< {i + lYk\e 



^1 



et, d'après la définition de ^\^l{z) en Section 1.2, 

mm{fi,k) 



= \ô^ {X''Y^){z,e')\ 
< e^l"l(£ + l)^fc!el"l. 



E 

j=0 



min(/i,fc) 
j=0 



k\z^-^ 



(k-jy 



fi\ k\ 



jj{k-jy 



Par conséquent 
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Et on en déduit 

K-l L-l 



K-1 



k=0 £=0 



k=0 i=l 



K-l 



fc=0 



/i+ 1 



Pour £ > 0, on a 



=/3 



< 



a — c 



i=o 

el/3lA;!(£ + l)^ 



— a 

< £max(a,el^l)^-^el^lA;!(£ + 1)'^ 



Ainsi, comme ci-dessus, 

K-l L-l 



K-l 



k=0 1=1 



K-l 



fc=0 



/i 



+ 1 



D'où le lemme \3M 



□ 



Ainsi, sous les hypothèses du lemme I2.26[ on obtient la proposition sui- 
vante. 

Proposition 3.7. Soient E > 1 un nombre réel, K et L deux entiers stric- 
tement positifs avec L >2. On suppose e < E'^^^. 
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On a 



logÊ^/3,„ < -(i^L-^-l)log(E) + log(4) + log((K-l)!) 

+ max {E\P\L, log(L) + Llog (el^l + e) } + (/i + 1) log(L + 1) 
+ log (min +log(i/(A^o))-log(/x!). 

Démonstration. La proposition [3]7] est une conséquence des lemmes[2]26]et[3]6] 
et de la relation entre V et Qp^a donnée par (IT7|1 . □ 

3.4 Fin de la démonstration du théorème 11.11 

On raisonne par l'absurde en supposant e < E"^^. On va utiliser la 
minoration de Gii,a fournie par la proposition 13.51 et la majoration donnée 
par la proposition 13.71 

Comme L > 2, on majore /i par L — 2 et /ilog(L) — log(/i!) par L — 
0.5 log(27rL), en utilisant le lemme [23181 1) et en faisant quelques calculs pour 
de petites valeurs de L. Donc on obtient 

-D log {H (A^o) min [dfzl (L - 2)!)) - (D - 1) log (^2^+^-36^-^71) 
-(ir-l)log(i3)-(L-l)log(^) 

< _^KL - L + 1) \og{E) + log(4) + \og{{K - 1)!) + L- ^^É^ 

+ max {E\I3\L, \og{L - 1) + (L - 1) log (el^l + E-^^) } . 

Par ailleurs, on peut supposer KL\og{E) > DLK \og{2) + Llog(-E'), soit 
{K — l)L\og{E) > DLKlog{2). Puisque K et L sont des entiers strictement 
positifs, le membre de droite est positif et donc K >2. On a alors 

(L - 1) log (el^l + E-^^) < + log (1 + 2-2^) 

< |/3|L + L2-^ < + 0.061. 

Donc 

max {E\I3\L, \og{L - 1) + (L - 1) log (el^' + E'^^) } < E|/3|L+log(L-l)+0.061. 

En appliquant ceci avec la proposition [2?23] et log(4) — log(27r)/2 + 0.061 < 
0.53, on trouve 

-Dlog \ (^^e=îïî^d._.y"' 2-«^ mm (df-, (L - 2)!) 
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-(D-l) log (2^+^-3e^-^ VZ) - - 1) log(S) -{L-1) \ogiA) 
< -{KL -L + 1) \og{E) + log((K - 1)!) + L + E\/3\L + 0.5 log(L) + 0.53. 
En regroupant et réarrangeant les différents termes, on obtient 

KL\og{E) (18) 
< Dii^L log(2) + DiK - 1) log (VSe '^'''^^ ^^ ^l-i^ 

+D log {(4e)^-^ min {d^:,\ {L - 2)\)} + D log { ^''^~' ) 
+ log((ir -1)\) + {K- 1) log(i3/2) + (L - 1) log(^/2) 

+E\f3\L + (L - 1) log(E) + log (2e) + D log j + 0.53. 

La majoration D log ^"\/6/ {16yŒ)] +log(2e)+0.53 < permet de conclure 
cette démonstration du théorème 11.11 



4 Démonstration du corollaire 11.5 



On choisit K = [ci\/3\\ et L = [02 log(|/3|)J avec des constantes réelles 
strictement positives Ci et C2. Nous déterminerons les valeurs optimales pour 
pour Cl, C2 et E. Cela nous permettra de démontrer le corollaire 11.51 

On peut écrire le membre de gauche de l'inégalité ([T]) de la façon suivante 

ciC2|/3|log(|/3|)log(E)+o(|/3|log(|/3|)). 

Puisque les nombres a et (3 sont des entiers algébriques dans un corps 
imaginaire quadratique, on a D = 1 et on peut prendre A = B = 1. On 
majore Dk-i,l-i pai^ {K — 1)!, comme le logarithme du dénominateur de 
Dk-i,l~i est en o(|/3| log(|/3|)). Aussi on écrit sous la forme exp (ip^x)), où 
ip{x) = X]pfe<x l°ëP remplacer! par r(x + l). Étant donné que ca/SL et 
{Ae)^~^ sont tous deux en o(|/3| log(|/3|)), on peut écrire le membre de droite 
de l'inégalité ([T]) sous la forme 

C1C2I/3I log(|/3|) log2 + ci|/3|^ (c2log(|/3|)) + 21og(r(ci|/3|)) 
+ min (ci|/3|^ (C2 log(|/3|)) , log (r(c2 log(|/3|)))) 
+E\P\ (C2 log(|/3|)) + C2 log(|/3|) logE + o(|/3| log(|/3|)). 
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Des développements asymptotiques logr(x) = xlog(x) + o(xlogx) et 
ipix) = X + o{x), on déduit que le membre de droite de l'inégalité ([T]) est 

ciC2(l + log(2))|/3| log(|/3|) + 2ci|/3| log(|/3|) + Ec2|/3| log(|/3|) + o(|/3| log(|/3|)). 

En combinant ces expressions pour les membres de gauche et droite de 
l'inégalité ([T]) et en divisant ces deux mêmes membres par log(|/3|), la 
condition à satisfaire devient 

C1C2 logE > C1C2 (1 + log(2)) + 2ci + Ec2 + 0(1). (19) 

En ignorant le terme o(l), pour le moment, et en résolvant l'équation 

C1C2 logE = C1C2 (1 + log(2)) + 2ci + Ec2 

pour Cl, on obtient 

C2E 

C2(log(E)-l-log(2))-2' 

qui s'écrit 

En dérivant cette fonction de C2 dans le membre de droite et en résolvant 
l'équation permettant de trouver les points annulant cette dérivée, on trouve 
la valeur 

4 

C2 



log(E)-l-log(2)- 
Pour cette valeur de C2, le membre de droite de l'égalité ( 12U]) vaut 

8E \og{E) 

(iog(i5;)-i-iog(2))2- 

En dérivant cette expression par rapport à et en résolvant à nouveau 
l'équation permettant de trouver les points annulant cette nouvelle dérivée, 
on trouve la valeur 



E = exp[ 1 + + ^^log^(2) + 81og(2) + 8 ) = 25.0059... 
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En posant 7 = log^(2) + 8 log(2) + 8, on obtient 



(^-log(2))' 

Il résulte de cette étude que pour tout e > 0, il existe Bq tel que pour 

\l3\ > -Bq, l'inégalité f|T9|l soit vérifiée avec CiC2\og{E) = 276.55 . . . + e. D'où 
le corollaire 11.51 
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